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Schon Sieberk hat 1860 in seiner Abhandlung „Ueber eine Gattung von 
Kurven vierten Grades, welche mit den elliptischen Funktionen zusammenhängen" (Crelle's 
Journal, Bd. 57, 59, Berlin 1860» auf den engen Zusammenhang zwischen den bizirkularen 
Kurven vierter Ordnung, welche die beiden unendlich fernen Kreispunkte der Ebene zu 
Doppelpunkten haben, einerseits und den elliptischen Funktionen andererseits hingewiesen. 
Er ging von den Jacobischen elliptischen Funktionen aus, deutete sie im Sinne der 
konformen Abbildung und erhielt solche bizirkularen Kurven vierter Ordnung, die zwei 
Symmetrie-Achsen, also einen Mittelpunkt besitzen. 

Freilich in der Geschichte dieser Kurven treten uns seit und durch Descartes 
gerade die nach ihm benannten Cartesischen Ovale, die nur eine Symmetrie-Achse 
haben, zuerst entgegen. Ihnen hat man die gröfste Aufmerksamkeit gewidmet, wie die 
reiche Literatur über diese Ovale beweist. Wenn man aber meint, dafs der durch 
Siebeck in den Vordergrund gerückte Gesichtspunkt, uftmlich der stete Hinweis auf 
den Zusammenhang mit den elliptischen Funktionen, für den Aufbau der Theorie, die 
uns über die verschiedenen Eigenschaften dieser Kurven belehren soll, mafsgeblich ge- 
worden sei, so täuscht man sich. Es fehlte an dem Bindegliede zwischen den Carte- 
sischen Ovalen und den schon genannten Transcendenten. Deshalb versuchte ich. 
durch Siebeck angeregt, die Weierstrafa'sche elliptische Funktion zweiter Ordnung 
^(u) im Sinne der konformen Abbildung zu deuten, und ich erhielt den Zugang nicht 
blofs zu den Cartesischen Ovalen im engeren Sinne, sondern auch zu den Carte- 
sischen Kurven in Salmons Bezeichnung (vergl. Haentzschel, Ueber das Cartesische 
Oval, Grunert's Archiv der Mathematik, Bd. 69, 1883). Meine Untersuchungen habe 
ich dann in den „Studien über die Reduktion der Potentialgleichung auf gewöhnliche 
Differentialgleichungen" (Berlin, Georg Reimer, 1893), S. 16—28, fortgesetzt, indem ich 
durch das Prinzip der Inversion aus den Cartesischen Ovalen die allgemeinste bizirkulare 
Kurve vierter Ordnung herleitete. Die Resultate, die ich hier erhielt, hat neuerdings 
Herr Safford zum Gegenstand des Angriffs und der Kritik gemacht (Systems of revo- 
lution and their relation to conical Systems in the theory of Lamers produets; Ameri- 
can Journal of Mathematics, Bd. 21, S. 1 — 23; 1899, und Surfaces of revolution in 
the theory of Lamers produets; Bulletin of the American Mathematical Society, 
2. Serie, Bd. 5, S. 431-437, 1899). Meine Antwort habe ich als eine Antikritik in 
Lainpe-Jahnke's Archiv der Mathematik (3. Reihe, Bd. 4, S. 57-65, 1902) unter 
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dem Titel „Rotationszykliden und Lame^sche Produkte"* erscheinen lassen. Sie deckte 
eine ganz wesentliche Einschränkung auf, die sich die Resultate der beiden oben ge- 
nannten Abhandlungen des Herrn Safford gefallen lassen müssen. Aber da ich auf 
einem von dem seinigen durchaus verschiedenen Wege vorgegangen war, so glaubt Herr 
Safford in einer weiteren Note: Rotation Cyclids and Lame's Products (Archiv der 
Mathematik, 3. Reihe, Bd. 10, 1906, S. 234—237), obschon er einen Teil seiner Resultate 
im American Journal preisgeben mufs, bei seiner Kritik stehen bleiben zu müssen. Er 
erkennt jetzt aber sehr richtig, dafs unser beider Ergebnisse sich ganz wesentlich nähern, 
wenn man in den Kurvengleichungen eine parallele Verschiebung des Achsenkreuzes vor- 
nimmt. In einer gleich darauf folgenden „Bemerkung zu der vorstehenden Notiz* (ibid. 
S. 238) habe ich deshalb darauf hingewiesen, dafs man die strittigen Fragen noch ein- 
einmal in extenso aufrollen müfste. Ich benutze daher den mir hier gebotenen Raum 
dazu, neues und früher gegebenes im Zusammenhange darzustellen; dabei mufs aber die 
im Archiv der Mathematik, Bd. 69, von mir gegebene Berechnung des Bogenelementes 
des Cartesischen Ovals und die Paramcterdarstellung der Koordinaten des letzteren 
leider noch aufser Betracht bleiben. — 



% 1. Cartesische Ovale und Cartesische Kurven. 

Descartes macht im zweiten Buche seiner Geometrie auf gewisse Ovale auf- 
merksam, „die für die Theorie der Katoptrik sehr nützlich sind." Er war der Meinung, 
dafs diese Kurven nur aus einem einzigen Ovale bestehen, während es sich in Wirklich- 
keit um zwei von einander getrennte Ovale handelt, von denen das eine ganz innerhalb 
des andern liegt. Aus der von ihm gegebenen Konstruktion kann man zur Charakteri- 
sierung der gedachten Kurve leicht eine ihrer hervorstechendsten Eigenschaften ableiten. 
Ein Cartesisches Oval nämlich ist der Ort derjenigen Punkte, deren Abstände von 
zwei festen Punkten, multipliziert mit gegebenen Zahlen, eine konstante Summe ergehen. 

Sind A und B die beiden gegebenen festen Punkte; ihre Verbindungslinie gebe 
die Richtung der X-Achse an, so dafs A die Koordinaten x = c,, y = 0 und B die 
Koordinaten x=e„ y = 0 hat, der Abstand AB ist demnach (e,— e 3 ), wobei e, > e, 
vorausgesetzt werde. Ist P ein Punkt des Ovals, so sei AP = r, und BP = r,. Ver- 
steht man unter q einen gewissen Parameter, der für ein gegebenes Oval einen festen 
Zahlenwcrt besitzt, so mögen die oben erwähnten Zahlen durch VeT^e bezw. durch 
Ve t — q, die konstante Summe durch (e, — e f ) Ve s - Q gegeben sein, wobei die Relationen 
ei + e, + e, = 0 und e, > e, > e s als existierend angenommen werden. Die Definitions- 
gleichung des Ovals lautet alsdann: 

!> VeT-1 • r, -f Ver-e • r f = (e,— ej ß^f . 

Um ihr eine rationale Gestalt zu geben, bedenke man, dafs 



Digitized by Google 



— 5 — 

(e.-tfr,* |(x-r,r- {- y»| 
(^-g)r, , =fc 9 -g)((x-e t ) i j-y'l 

f.-e) r. 1 — (e,-<?) r,' = (0,-eJ (x'+y ; ) + 2 (e,-e,) (e,+ e ) x ~ e <* a (*'i-e.) -f («'. e s ) (e.'-e.e,). 

Zerlegt man die linke Seite in ein Produkt, und berücksichtigt man die Gleichung 1), 

80 folgt: 

(Vd-P • r, • r f ) Vc,— q = x' + y 2 + 2 (e, + e) x + e. (? -f c 3 J - e, e f . 

Hierzu fügen wir die Gleichung 1) in der Gestalt: 

(VeT- - e • ri + \ 'e, - <? • r 2 ) \ e, -" q = (e,— e,) (e, — e) , 

und wir erhalten für die Länge eines Brennstrahles r, — es werden sich nämlich die 
Punkte A und B später als Brennpunkte des Ovals ergeben, — die Bestimmungs»leichung: 

2) 2 VeT^ e \'^~Q • r, = x' + y 1 4- («■•» + (?) (2 x + c) - e, c, + (c, - e s ) (e, - <?). 
Fortfahrend ersetzen wir r, durch V(x — e,)'-f y 3 und bekommen 

2 V'er-e ■ VeT^p- - e,) T +y' = x\+ >' + (e 3 + e) (2x + e 3 ) - e,e, + (.», - c 3 ) (c,- e ). 
Bevor wir quadrieren, verschieben wir die Y-Achse und setzen 

3) >•=,. 

Dann folgt: 

2 V'e^e V(?-C-e 1 -eJ 1 -f = $' + ^ + e s (e,+e)- - e.e, + (e,- e,) (c s - e ) 

2VeT^V , eT : =eV(^ : fe,-e) , +V = ?' + 9 1 + ?(2e,- G ) + e,» + e,e ;1 , 

wodurch auf der rechten Seite das lineare Glied zum Verschwinden gebracht worden ist. 
Wir quadrieren und erhalten: 

4 (<•,-<?) (e,-<?) \r + + 2 (e, - c) ? + (e,-«?) 1 } = (S 3 4- vT + (e(2e,-<?) +e,' + 6,0,1' 

+ 2| e (2e i - e ).f-e, i + e 1 e 4 >(* 1 + * , >, 

(r+0 , -2(3e 3 -fe 1 e s -c 1 ! ;(? J + «?') -8(e, - P ) (e,_ e ) <e 3 - 8 )5 + (2r s 1 + e,e,-( (? -e i ) l | J 

~4( Cl - e ) (c- s -e) (e,- e )' = o. 

Wir wollen die Gröfsen e 1( e t , e, als die Wurzeln einer kubischen Gleichung 
ansehen, welche die Form haben möge: 

4 s 1 - g,s- g, = 0, 

da ja unserer Annahme nach 

e, + e, + e, = 0 

ist Alsdann ist 

4) 4 s* — g t s — g 3 = 4 (s - e.) (s - e s ) (s— e»), 
daher 

5) ^ = 0,'- e 1 e 1 =e 1 , -e J e 3 = e, a — e.e,; ^ = ei e,e 8 . 
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Infolgedessen kann man der Gleichung des Ovals vorläufig folgende Gestalt geben: 

(? ! + -?')' ~2 (sq* - ^) (?'+•?') + Ü (4p 1 - foC-gJ ? -f- (e,» + e,e,+ 2 e t(? -<>')-• 

+ (•*>— p) (4p 1 — gi Q Pi) = 0. 
[?' + 1 ! - 3 <>' + ^ j ' + (4 e ' - p, e - P») (2 5 + p, - (?) + («V + e, + 2 e, g - <>•)' 

-(*-*;-* 

Die beiden letzten Glieder lassen sich zu dem einen zusammenfassen: 

- ^e + r,)^^ — g,e — p s ); 
dadurch nimmt die Gleichung des Ovals endgiltig folgende Gestalt an: 

CA { r4 .^_ 3(J ' + ^] 3 -f (4 e «-g fe -g i )(25-3 C )=0. 

§ "2. Bei der Definition des Cartesisdien Ovals in Gleichung 1) haben wir die 
Größenordnung 

e,>e,> e a >e 

als giltig angenommen. Wir stellen ihr die andere an die Seite 

<? > e, > e, > e, 
und machen einen neuen Ansatz für die Definition des Ovals: 

7) \'g - e s • r, + \i~ e, • r, = (e, — e,) V g~=e, . 
Alsdann ist 

(*-e,) r^(o e 3 )!x l + y 3 -2e 1 x + e l '} 
(g - e.) r,' = (g - e,) { x' + y ' - 2 e, x -f e t ' } 

(e — ej r, 1 - (e - e,) iy = (e, - e,) (x J + y») - 2 x (e, — e,) e - ?e, (e, — e,) — e,e, (e, - e,). 

Mit Rücksicht auf Gleichung 7) läfst sich dies schreiben: 

VtT 1 ^ (Vp^t, - V<> -ivr,) = x' + y' - 2 P x + (* + e,) e - e.e,. 

Hierzu fügen wir 7) in der Gestalt 

Ve~- r < r » (Ve-f« • r, + Ve ~ei ' r,) = (<*« ~ <?») •(*-*•), 
um durch Addition dieser beiden Gleichungen zu erhalten: 

8) 2Ve -e s V / e-e J - r, = x' -f y 1 - 2<?x + 2e, q + e.« -f e,e $ . 
Führen wir zur Vereinfachung ein 

9) ^ = ?, + e 

so folgt 

2V^V^V(?T+^-e,) 3 +^ = <?' + P(2e, - (?) + e.' + e.e,. 
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Wir quadrieren und erhalten 

4 (e-e.) {&• + T -H-25,( e — e.) + ( e -e,)'} = (?,' + ,y 

+ 2 {«ße, - ,) + er + e,e,} &• + f ») + (- e ' + 2e lC + e,' + e.e,) 1 . 

^ + , T _ 2 (8 e « + e.e, - e,») (5,' + O - 8(« - e,) (, - e.) (<? - e s ) 5, 

+ (-e' + 2e 1? + e l » + e,e s )'- 4 (g-e.^-e,) fc-ej - 0. 

{& , + 7 l -3^+*} , -(3 ? «- + (_ e ' + 2e l(? -{-ef + e,e,)' 

-4( c -e I )(e-e,)( e -c,)(2? i + e-e I ) = 0. 
{?. , + 7 , -3 e ' + |J-4(2 e + e 1 )(e-e 1 )(e-e,)( e -e,) 

- 4 ( fl - e.) (q - e.) ig - e.) (2 £ + q - e.) = 0. 

Demnach ergibt sich auch für diese zweite Annahme die Gleichung des Ovals 
in der Gestalt 

10) { 5l » + ,»_3 e '+ *f«(V-*f-i*«+i* 

Diese Form der Gleichung rührt von Cayley her; sie geht in 6) über, wenn 
man an Stelle von |, setzen würde (— 



% 3. Das Cartesische Oval und seine Beziehung zur Weierstrafs- 
schen elliptischen Funktion ^u. 

Im 69. Bande des Grunert'schen Archivs für Mathematik (Über das 
Cartesische Oval, 1883) habe ich bereits auf deu innigen Zusammenhang zwischen der 
Weierstrafs'schen elliptischen Funktion zweiter Ordnung f u und dem Cartesischen Oval 
hingewiesen. Indem ich die dort gegebenen Kntwickelungen kurz anführe, stellen wir 
uns die Aufgabe, die JET tf-Ebene konform auf die T U-Ebene so abzubilden, dafs zwischen 
beiden die Beziehung besteht: 

U) 5 + i? = v =e(t+in), 

?-i l? = w = f (t-iu). 

Daraus folgt 

12) v w= Ht + iu)- fIS— i«), 

f + w = f(t + iu) + Ht-iu). 

Unter Anwendung des Additionstheorems der elliptischen Funktionen läfst sich 
12) auf die Form bringen: 



t • f i u + j g,y + g, t + f i u) 



13) V ' W (Pt-fiu)« 



2 (^tpiu-lg.)(ft+?iu)-g, 

v 4- w = -5 - — '— 



(ft-fiu)» 
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oder 

14) ^t(vw-^iu)-2ft(vwr,i u + -l g,piu+ * g,) + vw ^iu-g s ?iu- = 

^(y+w-o^iu) -2<?t((v + \v)' iu - — g t + C-'iu) + (v + w) T-'iu + ^ g,fiu-f g, = 0. 
Hierfür schreibe man 



15) 



f't(vwa„ — a„) — 2f t(vwb„— b„) + vwc„ — c„ = 0, 
f , t((?+ w) a„ - a„) -2 f t((v + w)b„ - b lf ) + (v + w) c - c„ = 0. 



Die Elimination von Pt ergibt: 

((vwa«- a„) ((v -f w)c„ — c„) — (vwc« - c u ) ((v -f w) a« — a,,)}* 

16) =4{(v\va.„ — a„) ((v + w)b„— b„) — (vwb*— b„) ((v -f w)a„— a„)} 

• {(vwb„— b„) ((v + w)c» c„) - (vwcn-c) ((v + w)b„ - b„)J. 

{vw(a„Cn— a„c,J -f (v + w) (a» c„ — a n c«) -f (anC,,— a.jC,,)}* 

17) = 4 (vw(a M b„ — a lt b„) -f (v + w)(a II b„ — a»b„) + (a lt b„ — a„b„)} 

• (vw(b M c w - b,,^) -f (v + wj^uc — b»c„) + (b 1? c u — bnC,,)}. 

Man erkennt hierin sofort die Gleichung einer bizirkularen Kurve in der Sal- 
mon'schcn Normalform. 

Durch Auflösung der Klammern in 17) entsteht eine Gleichung mit 6 Gliedern, 
die durch Einführung einiger Abkürzungen die Form annimmt: 

18) v*w«[l]-f [2] + <v-f-w)'[3] + 2vw(v + w)[4] + 2vw[5] + 2(v + w)[6] = 0. 

Darin bedeuten: 

. [1] = (a»c»- a^cu)'- 4(a«b lf -a M b«) (b„c„ - b»cj 
[2] = (ine- aucO'— 4(8,,^!- a u b u ) (b lt c„— b„c„) 
[3] = (a.c-a,,^'— 4(a 11 b fJ -a»b Il ) (b„c„- b„c„) 

[4] = (a„ c» — a„c„) (a„ c„ — a„ c) — 2 (a„b„ — a lt b«) (b„ c. - b„ c„) 

19) -2(a„b tl - aebnXbaC,,— b lf c«). 

[5] = (a„ c» — a« c„) (a„ c„ - a„ c,,) — 2 (a B b„ — a„b„) (b„ c„ — b„ c„) 
— 2 (a,,b„ — a„ b„) (b„ c, — b„ c*). 

[6] = (a«c n — a n c„) (a„c lt - a,^,,) - 2(a n b«- a„b„) (b„c„— b„c lt ) 
— 2 (a„ b„ - a„ b,,) (b„ c« - b a c„). 



Mit leichter Mühe sieht man, dafs diese Gröfsen die Umformung zulassen : 
[l] = (a 1I c w + a w c„-2b u b n )' — 4(a, J c„ - b„*) Kc— b« 1 ) 
20) [2] = (a„ Cn + auC,,— 2b tl b„)' - 4(a M c«— b„') (a u c„— b„') 

[3] — (a„c„ + a„c„- 2b a b n )' - 4(a*c t ,-b t , , ) (a„c„ -b„ 3 ) 
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[4 ] = 2 (a w c — b» l ) (a* c„ + a„ c« - 2 b» b„) 

— (a„ c M -f- a„ c, , — 2 b lt b„) (a» c u + a„ c„ — 2 b u b«) 

20) ^ = 2 ( a » c »— b '»*) (a« c " + a n c»» — 2b u b„) 

— (a w C« + a« c„ — 2 b u b a ) (a„ c„ + a u C« — 2 b lt bu) 

[6] = 2 (a„ c u — bn») (a u c + a„ c„ — 2 b w b») 

— (a,, c„ + a u c, - 2 b„ b n ) (a« c u + a„ c — 2 b„ bn). 
NB. a„ = a»; b lt = b„; c 14 = c«. 

Werden für die in 15) eingeführten Symbole ihre Werte aus 14) gesetzt, so folgt: 
ai»c M + Owe« — 2b„b„ = (£'iu)' 

a.iC,, + a„c„ - 2b n b„ = - (f 'in)' 

21 j a»c n + a u c„ — 2b ts b 11 = f(2iu)-(r;'iu) a 

&»c n — b,,' = — f- (2iu) • (£'iu)* 

•neii — V=f-(f'iu) 3 

aaC-bn^O. 

Demnach : 

[l] = (f'inr 

[2] = (e'iur[g,f(2iu) + ^] 

[3] = (f'iu) 4 •(f2iu) , 

22) [4]= — (f'iu)«.f(2iu) 

[5]-~2(^iur[(?(2iu))'-|] 

[6]-4(P'in) 4 [5 L P(2iu) + gb] 

Führt man die Abkürzungen ein: 

23) 9(2t) = Q; f(2iu) = e ,, 
so nimmt die Gleichung 18) die Gestalt an: 

24) w' + ( ft + + (v + w)« . «,« - 2TW(T+ »fe 

-4vw^-|) +(v + w) (1^ + ^ = 0. 
oder auf rechtwinklige Koordinaten bezogen: 

25a) (r + 7 y + (g,< ?1 + f0 + 4r.^-45<r + ,% 
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Insofern die linken Seiten der Gleichungen 14) symmetrische Funktionen von 
*'t und (?iu sind, ergibt sich die Gleichung der orthogonalen Kurvenschar in der 
Gestalt: 

25b) (T 4- |T + (g.e + %) 4- 4 r» • e" - 4|<r + 1')« 

Die Parameter £=£(2t) und ei = <?(2iu) sind gerade Funktionen, und zwar 
ist e , = <5(2iu) = — f (2u). 

Wir legen die Gleichung 25 b) für das folgende zu Grunde und wollen die >;-Achsc 
sich selbst parallel verschieben, so dafs 

26) ?=;<, + <? 

zu setzen ist. Alsdann erhält man 

27) {,y + , ? '-.V+ £}'+(4 (? «-g a(? - g ,)(-2??,-3< ? ) = 0. 

Diese Gleichung ist identisch mit den Gleichungen 6) und 10), wenn in 6) noch 
— I an St' He von ?, gesetzt wird. Es handelt sich also in der Tat bei der von uns 
behandelten konformen Abbildung um Cartesische Ovale, nur dafs man diese Kurven 
verglichen mit 6) gleichsam von der Rückseite betrachtet, bezw. sind in Beziehung auf 
die Lage links und rechts jetzt vertauscht 

Verstehen wir unter l sowohl den Parameter p=f(2t), als auch p, — (2iu), 
so können wir die beiden orthogonalen Kurvenscharen zu der einen Gleichung 
zusammenfassen : 

28) { ?,» + - 3 V + * 5 }' = (4 V - g, X - g.) (2 5, +81). 



8 4. Brennpunkte, Breunpunkts-Relationen. Cartesische Ovale und 
Cartesische Kurven; ihre Entartung zu Kreisen. Dreikreis-Koordinaten. 

Der analytische Zusammenhang der Cartesischen Ovale mit den elliptischen 
Funktionen gestattet die Brennpunkte dieser orthogonalen Schar von Kurven sofort anzu- 
geben. Die reellen Brennpunkte werden nämlich durch die Gleichung bestimmt: 



Nun ist 

f'V = 4f 3 u - g a £u — g a = 4(£u — e,)(?u — e,)(^u-e»). 
Also hat man mit Rücksicht auf 11) anzusetzen: 

? -h i«? — e x = 0 £ + i<y — e, = 0 S-fii/ — e s = 0. 

So lange demnach die drei Gröfsen e reell sind, haben die drei reellen Breun- 
punkte die Koordinaten: 
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1) ? = c,, bez. ?, = c, — q; t; — 0. 

30) 2) f = e,, bez. 5i = e, - e ; * = 0. 

3) £ = c„ bez. ?, = e, — e ; 7 = 0. 

Sie liegen demnach sämtlich auf der 1,-Achse. Es handelt sich um C arte- 
sische Ovale im engsten Sinne des Wortes, so wie Descartes sie in seiner „Geo- 
metrie* definiert hat. Wenn aber nur e.. reell, hiugegeu e! = a-f ib; ea = a— ib ist, 
was doch bei der kubischen Gleichung 4) 

4s* — g,s — g, = 4{s - e,) (s - e,) (s — e,) = 0 

ebenfalls eintreten kann, so ist 

1) 5 + i?-c l = ? + ii 7 -(a + ib) = 0. 

Daher £ = a, bez. §, = a — r; = b. 

31) 2)S + »7-e, = 0. 

Daher 5 = e„ bez. ?, = e, — q; n — °- 
3) |+i ¥ -e, = ? + i 7 -(a-ib) = 0. 
Daher $ = a, bez. £, = a — q\ iy = — b. 

Es liegt demnach für diesen Fall der eine, der zweite Brennpunkt auf der Sym- 
metrie-Achse, während der erste und der dritte sich auf einer Senkrechten zur 5,-Achse 
befinden, und zwar in symmetrischer Lage zu dieser. 

Für diese den Cartesischen Ovalen so eng verwandten Kurven hat Salmon 
(Höhere ebene Kurven, 1873, S. 311) die Bezeichnung Cartesische Kurven eingeführt. 

Die Gleichungen <>), 10) und 28) enthalten die Gröfsen g, und g,; diese sind 
symmetrische Funktionen von e,, e„ e», so dafs also die Kurvengleichungen für eine 
Vertauschung der Gröfsen e unter einander den Charakter von Invarianten haben. Dies 
hat natürlich auch feine Einwirkung auf die Brennpunktsrelationen 1) bez. 7). Denn da 
nicht blofs A und B, sondern auch C ein Brennpunkt ist, so kann man, von 7) aus- 
gehend, folgende drei Brennpunkts-Relationen aufstellen: 

7,) Ve — d • r > + Ve^e» • r » = (ßi — e») Ve — e» • 
7») Ve~—e,-r,-f V ? — e a .r s = (e,— e») Ve— e,. 
7.) W — ei • r, + Ve — e, • r» = (e,— e.) \q— e, . 

Dividiert man die erste dieser Gleichungen durch \'q — e s , die zweite durch 
Vß — Ci und die dritte durch Ve — e, und addiert man alsdann die so entstehenden neuen 
Gleichungen, so erhält man 

32) (2? + eO VV^- r. + (2*-r-eJ V<?-e,- r, + (2<> + e,) V7-e.r. = 0. 

2* 
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Würde man an die Stelle der Definitionsgleichung 7) die andere setzen 

7') Ve-e» • r, — Ve ~ «» • r » = ( e i ~ e ») Ve — «• 
und die Rechnung genau so führen wie in § 2, so würde man ebenfalls zur Gleichung 8) 
und damit zur Kurvengleichung 10) gelangen. Deshalb gelten auch die folgenden Brenn- 
punktsrelationen : _ 

V) Ve-e, • r, - Ve — e, • r, = (e, — e.) \q — e~ s . 

7,') Ve — e, r, — Ve — e, - r, = (e, — e,) Ve — d- 
7.') Ve - e, • r, — ]/o-^t • r, = (e,— e.) Ve— e,. 
Verfährt man mit diesen genau so, wie eben angegeben worden ist, so erhält man 

33) (e, — e,) Ve — e, • r, + (c, — c») Ve — e, • r, + (e* - c,) Ve — c s • r, = 0. 

Diese Relation ist bekannter als die in Gleichung 32) angegebene. Herr Loria 
weist in seinem Werke „Ebene Kurven" (Leipzig, 1902, B. G. Teubner) auf S. 168, Fufs- 
note, auf sie hin. Wir wollen jetzt die expliziten Werte der Brennstrahlen r,, r,, r, 
herleiten. 

Sei A ein Brennpunkt, er habe die Koordinaten £, = e, — l, 7 = 0 (30), M ein 
beliebiger Punkt von 28), er habe die Koordinaten y, so ist 

MA' = (? 1 -e l + *)' + . 7 ' 

— (v+f»-8A»+ f ) + 3*'-f + 2(l- Cl )l + (i- c,) 1 

= + + V + e, X + e,- - + eO (2 fc+S*) 

^. + ,.-3*+*) + A.-<e,+ e^ 

34) MA = VA^V2ir+3>l+V^-e 1 V^ ::: ^- 

Deshalb ist für B(?i=e, — k, tj=0) der zugehörige Brennstrahl: 

34) M B = V*— e, V2 I, l -f V*— d V*-e, , 

und cs ist für C(£i=ej — A, ^=0) der zugehörige Brennstrahl: 

34) MC = V*— e,V2S. + ai+VÄ^eivX^e,. 
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Zum Schlufs treten wir der Frage näher, in was für Kurven das Oval 28) ent- 
artet, wenn der Parameter besondere Werte aunimmt. Da 

4A'- g,2 - g 9 = 4(i-e.) O (A-*) 

ist, so geht das Oval in die doppelt zu zahlenden Kreise über 

S, = ($ 1 , + 7' — 2e,' — e s e,) = 0 für 1 = ^; bez. 

35) S, = + <?' - 2e a ' - ce.) = 0 für A = e,; bez. 
S 3 = (V + «? , -2e, l -e 1 e,) = 0 für A = e s . 

Die Radien dieser Kreise sind bestimmt durch 

ri J = 2ei J -f- e,e, = (e t — e,) (e, — c) , 

36) r J , = 2e 1 * + e s e l = -(e a — e,)( ei -e,), 

r, 1 = 2 e, 1 + e, e s *= (e, — e,) (e, — e,) . 

Nehmen wir den Fall an ggf— 27 g» 1 > 0, 
in welchem die drei Gröfsen e reell sind, und setzen wir voraus 

ei > e 2 > e„ 

so sind der erste Kreis und der dritte reell. Ist jedoch 

g, 5 -27g 5 '<0, 

in welchem Falle etwa e, und e» konjugiert komplex, e, reell sei, so existiert nur der 
zweite Kreis, da die Radien der beiden andern komplexe Gröfsen werden, denn für 

e, = a + ib; e,; e a = a — ib 
wird r s ' = (e, — a + ib)(e, — a — ib) 

= (e,— a) J 4-b 1 . 

Mit Beachtung der folgenden Identitäten kann man das Cartesische Oval, aber 
auch jede Cartesische Kurve, durch Dreikreis-Koordinaten darstellen. 

Wir merken die Relationen an, die zwischen irgend drei Zahlen e,, e s , e, gelten, 
wenn nur ihre Summe verschwindet: 



37) 



I 

r,' 


+ 


1 

r. 1 


+ 


1 

r, r 


= 0, 


e, 
r t a 


+ 


e, 
r,' 




e» 
r, ! 


= 0, 


e.* 


+ 


e,' 


+ 


e s * 


-I, 


r,' 




r-/ 


r,' 




e,e, 
rr 


+ 


e a e, 
r, f 


+ 


eiej 
r.» 


-1. 


e.» 


+ 






e,' 
r.» 


= 0, 



(e.' + e .ej 1 •(eA+e.e,)' , (e.' + e, e,)' 
"1? + r? + r.— 
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Die vorher genannten Kreise verschieben wir, so dafs die Punkte mit den 
Abszissen e,, e s , e a deren Mittelpunkte werden. Es ist alsdann 

s, = x* -f y* — 2e,x — (e, 1 -f e,e s ), 

38) a, = x» + y« - 2e,x - (e.» + e,e,), 

s» = x 1 + y* - 2e,x - (e 3 ' +e,e,); 

dadurch nehmen die Gleichungen 25a) bez. 25b) durch Dreikreiskoordinaten aus- 
gedrückt die Gestalt an: 




X = Q = p(2t) oder X = e, = <?{2iu). 
Im besonderen ist + + (*j = - 4y», 

Die X-Achse y = 0 ist hier die Fokalachse; sie schneidet die drei Kreise 38) 
orthogonal, sie ist deren Jacobischc Kurve. 

$ 5. Bestimmung der Durchschnittspunkte des Cartesischcn Ovals 
mit seiner Symmetrie- Achse. Exkurs in die Theorie der elliptischen 
Funktionen. 

Wenn wir von der Gleichung 28) ausgehen und in derselben 17 = 0 setzen, so er- 
gibt sich 

(V - 3 X* + = (4 V - - ft ) (2 & + 3 1) 

als Bestimmungsgleichung der Werte der Abszissen der Durchschnittspunkte der Carte- 
sischen Kurve mit der ^- Achse. Durch I^Jsen der Klammern erhalten wir: 

40) V - (6 - * s ) - 2 (4 A' - g, X- g.) $, - 3 A« + | A(fcA+2 g.) + f£ = 0. 
Wir merken zuerst die Eigenschaft 

an. Sie besagt, dafs der Anfangspuukt der Koordinaten, er wird der Haupt- oder 
Fnndamentalpunkt des Ovals genannt, er hat zugleich die Eigenschaft eines aufser- 
ordentlichen Brennpunktes, dafs dieser Punkt das Zentrum der mittleren Ent- 
fernungen von den vier Schnittpunkten des Ovals mit der Achse ist (vergl. Loria, Ebene 
Kurven, S. 112, Leipzig 1902). Es hat aber die Gleichung 

y «+ay'-fby + c = 0 

die Resolvente 

z'-r-2az'+ (a J -4c)z - b'= 0. 
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Sind z,, Zj, z» die Wurzeln der letzteren, so ist 

2y, = \^+ \%- 

8y, = VÜ — V«.+ fc, 

2 )V =-Vi. + V£+ V*, 

2y«=-Vz l — Vzs, 

wie aus Eulers Methode der Auflösung der Gleichungen vierten Grades bekannt ist. 
Wenden wir dies auf die Gleichung 40) an, so lautet deren Resolvente: 

41) g»-(l2A J -g,)z , + 12i(4A , -gU-g 1 ,)z- 4(4T— g^-g,)' = 0. 

Nun war 

4A' — g,A — g,= 4(A — e.) (A — e^fA-e.) 

Differenzieren wir dies nach A, so entsteht 

12A'-g, = 4(A - ei ) (A-eJ + 4 (A — e,) (A-e s ) + 4(A-c,) (A - e,). 

Da hierdurch der Koeffizient von z 1 als die Summe dreier Gröfsen dargestellt 
wird, derselbe andererseits gleich z, -f z a -f- z, ist, so setzen wir an 

Zl = 4(A-e.) (A-e,) 
m z, = 4(A-e,)(A-e 3 ) 

z s = 4(A-e s ) (A-e,) 

und ersehen sofort, dafs wirklich 

z,Zj + z,z s + z,z, = 3A • 16(A — e,) (A— e,) (A— es) 

z,z J z 3 = 64(A-e,)' (A-e,)» (A— e,)' 

zu denjenigen Werten führen, die in Gleichung 41) als der Koeffizient von z bezw. das 
von z freie Glied angegeben sind. 
Demnach ist 

£,">=V(A-e 1 )(/-e,) + flttjJT- eT) - V<* -"£) (* - c,j , 

?.''*= V(* ~ e,") (A - e,) - V^-cHA-e,) + V(A - e s ) (A - e.) , 

4a) _ 

S,«> = - y ( A - c.) (A - e a ) + V(A - e,) (A - ej + V(A - e,) (A - e7) , 

fcw = — V(A — e,) (A — e^ — V(A — e,) (A — e») - V(Ä - e,HÄ^j . 

Jetzt ist es ein leichtes, dieselbe Aufgabe für die Gleichungen 25a) bezw. 25 b) 
zu lösen. Denn unter Beachtung von 26) erhält man 

44) !,<•>+ A, 

u. s. w. 

Hiermit ist aber zugleich eine Aufgabe gelöst, auf die man bei einem ganz 
anderen Problem stöfst. 
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47) 



In der Weiers trafs 'sehen Theorie der elliptischen Funktionen leitet 
dem Additionstheorem die folgende Formel her: 

45) f(2u) = < P '°+i?') , > +- 2 -M». 

4fu — g,f-u — g, 

Wir wollen 

f(2u)=A, f(u) = S 

setzen, so ist 

(5 , + lg,) J + 2g.$ = (4r-g I ?-g,)A, 

46) ?'-4?U + **' + 2f(*il + g,) + g,Jl + f 6 ' = 0. 

Auf diese letzte Gleichung wird man aber direkt geführt, wenn man in 25a) 
oder 25b) die Ordinate tj gleich Null setzt. Diese Gleichung bestimmt demnach die 
Abszissen derjenigen Punkte, in denen das Cartesische Oval 25 a) bezw. 25 b) die Sym- 
metrieachse schneidet. Ersetzt man in 46) l durch 

26) f-fc-M 

so entsteht die Gleichung 40). Deshalb gibt 44) die Wurzeln der Gleichung 46) an 
Demnach existieren folgende Formeln in der Weierstrafs'schen Theorie der elliptischen 
Funktionen : 

H*f(2u) +V(f2u_-eT(f 2~u^7) +V(f 2u- e,) (?2u^e s ) _V(^2u^) (C^u-e,); 
(^u) 1 =f(2u)+V(?2u-e,)(f 2u-e t )-V(^2u-e s )(C^^)+V(f2u-e s )(f¥u^^ 



(f u) s = (2 u) — V(f 2 u - e,)Tf 2 u - e,) + Y(^2ii^cJ(?Tu^-e7) +V(C-2 u - e.) (f^u-eTyj 

(f^)^ f (2u) - V(f 2 u - eöT? 2 u - e») — V(f 2 u - e,) (f ^u - e 3 ) - V(f 2 u - e,) (f 2 u-^eT)"; 

Schon bei einer früheren Gelegenheit ist mir die Gleichung 46) entgegengetreten 
v ö'V d'V d* V 

(Haentzschel, Über die Reduktion der Gleichung öx i + ^y 7 + ^z" = 0 auf 6 ewöhn " 

liehe Differentialgleichungen. Ein Beitrag zur Theorie der L am eschen Funktionen 
zweiter Ordnung. Inaugural-Dissertation. Berlin, 1883. Mayer und Müller; S. 38). Da- 
mals verwandelte ich 46) in eine reziproke Gleichung und fand die folgende Lösung: 



48) rV ^-~e7) ( ^2] u"^e r ) -V(e,-c„) ( c< -e,. ) - 2u - e x ) 1 J 
LV(P2u — e,.)(f2u— c) +V(eA-e /( ) (ei— e,) — (P2u - d) J 

_ f u + (Y(e^ — c„) (ei— er) — e^) 
f u - (V^-e,,) JeT- c7) + ej * 

Ein Problem ganz anderer Art führt ebenfalls auf die Gleichung 46) (vergl. 
Haentzschel, Über die Reduktion des elliptischen Integrals erster Gattung auf die 
Weierstrafs'sche Normalform mit Hilfe einer Hermite'schen Substitution. Lampe- 
Jahnke's Archiv der Mathem. u. Physik. 3. Reihe, Bd. 1, S. 123. 1901). 
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8 0. Exkurs in das Problem der Reduktion der Potentialgleichung 
£V = 0 auf gewöhnliche Differentialgleichungen. 

Ist ein Körper gegeben, für dessen inneren oder äufscren Raum die Potential- 
gleichung 

stattfindet, so wähle man, wenn es ein Rotationskörper ist, die krummlinigen Koordi- 
naten t und u zweier orthogonalen Kurvenscharen in der Meridianebene des Körpers und 
den Winkel .'>, den eine beliebige Meridianebene mit einer festen bildet, zu Koordinaten, 
auf die man den Rotationskörper bezieht. Die x-Achse sei Rotationsachse. Alsdann 
stellen sich die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes, durch t, u und # ausgedrückt, 
folgendermafsen dar: 

x = F,(t,u), y = rcos*, z = rsin#, r = F,(t, u). 

Die Bedingung der Orthogonalität ist 

dx dx dr dr 

dt du + dt du 

Wird 49) auf die Koordinaten x, r, # transformiert, so ergibt sich 

d'V d«V 1 dV 1 d'V 

dx 3 + dr' + r dr + r' d^ -U * 

Entwickelt man die Potentialfunktion V in eine trigonometrische Reihe und setzt 

man an: 

50) V = V W«(a.Bin(m*) + b.coB(mS)), 

■ Ei 

so genügt W ro der Differentialgleichung: 

1 dx 1 T dr' 1 r dr r' 

Mit Poisson 1 ) schreibe man: 

so entsteht: 

ö'v , d a v 1 / . 1 \ n 

Durch die Substitutionen*. 
53) x -f ir = e = F(t-f iu); x — ir = e, = F,(t- iu), 

wo F, die konjugiert imaginäre Funktion zu F ist, geht 52) über in: 



') Poisson, Memoire sur Integration des cquations Hnoaires aux rtiWrences partielle«. Journal 

de l'Ecole Polytechniquo. 19. Heft. Bd. 12. 1823. 

KolliUohM OynuiMi.m. 190S. 3 
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54 > Ä v ■+(»■'- IV, 

Dabei ist freilich iu 53) eine passende Wahl der krummlinigen Koordinaten t 
und u vorausgesetzt, um einen derartigen Zusammenhang mit x und r zu erhalten. Dafs 
dieser stets möglich ist, hat Herr Wanger in') gezeigt 

Nimmt man in 54) (t-+-iu) bez. (t — iu) zu Unabhängigen, so erhält man: 

d*v / 1\ F'(t + iu)-F,'(t-iu) 

WJ ö(t -i-iu)ö(t-iu) +\ m " 4) iFit+iuj-F.a-ru)]' v ~ ■ 

Mit Herrn Wanger in knüpfe mau an diese Gleichung die Bedingung: 

56) v = P(2t)Q(2iu), 
so wird: 

P"_Q W _ / m ,_l\ F'(t + iu).F,'(t-iu) 

' P Q \ 4/ [F(t + Iii) — F t (t — in)]- ' 

und man erkennt sofort, dafs die Funktionen P und Q dann und nur dann durch ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung definiert werden, wenn die Gleichung 
stattfindet: 

/ • 1 \ F'(t-fiu) • F,'(t-iu) / 1\, /w . Mt 

Herr Wangerin findet für F(t-fiu) = F($) die Bestimmungsgleichung: 

59) F' J (S) = AF 4 (£) + 4BF'(?) + 6CF'(i) + 4BT($) + A'. 

Dieser Differentialgleichung genügt jede elliptische Funktion zweiten Grades 
von 5. Ihr Integral wird nach den von Weierstrafs gegebenen Formeln dargestellt 
durch : 

60) F(5) = a+ -— = , 

Pff-W-^R^a) 

wo a irgend eine Wurzel der Gleichung 

61) R(x) =Ax 4 + 4Bx , + GCx l + 4B'x + A' = 0 

ist, A, B, C, A\ B' und sind willkürliche durch die Rechnung eingeführte Integrations- 
konstauten. Wir wollen voraussetzen, dafs die Invarianten der elliptischen Funktion 
P($igi,Bi), nämlich 

g, = AA'+3C'-4BB' 

g s = ACA' -f 2BCB'— A'B' — AB" — C* 



') Wangerin, Ueber die Reduction der Gleichung y |-V;=0 auf gewöhnliche 

d x s d y d 

Differentialgleichungen. Monatsberichte der Kgl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 21. Febr. 1878. 
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reelle Gröfsen sind, so können die in 60) auftretenden Gröfsen a, R'(a), ^ R"(a) so- 
wohl reell als auch komplex sein. 

Wünscht man daher die Meridiankurven von solchen Rotationskörpern kennen zu 
lernen, für welche die Reduktion der Potentialgleichung auf gewöhnliche Differential- 
gleichungen möglich ist, so hat man die Gleichung 60) im Sinne der konformen Ab- 
bildung zu verwerten. Nun besitzt aber die linke Seite der Gleichung 58) die Eigen- 
schaft einer Invariante, wenn statt F(t-f-iu) gesetzt wird: 

6,) , (t + iu)= «^™ (( „ reel „ 

Es besagt dies, dafs die Reduktion der Potentialgleichung auch für solche 
Rotationskörper ausführbar ist, deren Meridiankurve aus der eines gegebenen, der den 
Bedingungen des Problems genügt, durch die Transformation, Inversion geuannt, her- 
vorgeht : 

64) t^ x'tlrr («."reell). 
Dieser Gleichung kann man die Form geben: 

a \ßi — ßl a 1 

65) * + irJ £+ ßJ —T* 

* (x 1 + ir 1 )+^ 

wodurch sie genau die Gestalt von 60) annimmt, wenn man dort a als eine reelle 
Wurzel von 61) voraussetzt. 

Es knüpfen sich daher an 60) drei Aufgaben an, wenn man die gedachten 
orthogonalen Kurvenscharen ermitteln will. 

Man mufs erstens ansetzen 
11) ? + i* = e(t + iu) 

£_i, = e (t -iu). 

Dies ist bereits in § 3 geschehen; wir erhielten die Cartesischen Ovale und 
die Cartesischen Kurven, und zwar eine orthogonale Schar dieser Meridian- 
kurven. 

Man mufs zweitens ansetzen: 

■J-R'M 

66) x, + ir, = a,H - — , a, reell. 

Ht + iuJ-^R"^) 

Es soll dies in dem nächsten Paragraphen geschehen. 
Man mufs drittens ansetzen: 

3» 



Digitized by Google 



- 20 — 



x,-f ir,= a,-f 




^(t+iu)-- R» 



67) 




a,, a, konjugiert komplex. 



x, — ir, = a, + 



. ♦ 

Ht-iuj-^R"^ 



Gerade gegen diesen dritten Ansatz richtete sich die Kritik des Herrn Safford 
im American Journal of Mathematics, Bd. 21, 1899 und im Bulletin of the American Mathe- 
matical Society, 2. Serie, Bd. 5, 1899, S. 431—437. Aber ich gab zu bedenken, dafs diese 
drei Ansätze ihre Kontrolle darin finden, dafs man in Bezug auf Gleichung 58) die Tren- 
nung der Variablen, also die Bestimmung der Funktionen /*(2t) und ^i(2iu) wirklich leisten 
mufs. In der Tat ist mir dies gelungen; man findet es in meinen „Studien über die Re- 
duktion der Potentialglcichung" S. 8 — 15. Die Hinfälligkeit der Einwände des Herrn 
Safford habe ich in dem Aufsatze „Rotationszyklidcn und Lam6'schc Produkte", Lampe- 
Jahnke's Archiv der Mathematik, 3. Reihe, Bd. 4, 1903, S. 57 — 65, dargetan. Wenn nun 
auch Herr Safford in seiner letzten Abhandlung „Rotation Cyclids und Lamß's Products" 
(Archiv, 3. Reihe, Bd. 10, S. 234—237, 1906) glaubt seinen kritischen Standpunkt nicht 
verlassen zu dürfen, so ersehe ich doch mit Genugtuung, dafs er gerade diesen dritten 
Ansatz jetzt als richtig anerkennt und ihn zum Ausgangspunkt der Herleitung einer 
dritten orthogonalen Kurvenschar macht, so wie ich es bereits 1883 angedeutet und 1893 
ausführlich (Studien, S. 23 — 27) getan habe. Unser beider Ergebnisse einander möglichst 
nahe zu bringen, versuchen die folgenden Entwickelungen. 



§ 7. Die Inversen des Cartesischen Ovals und der Cartesischen 
Kurven. 

Man gehe aus von 



x, + ir^a, + 




(a t ) 



aj reell. 



66) 



f(t+iu)-^R" 



Dabei ist 



Wir setzen 



^t-J-iu^S + if^ + A + i?. 



68) 



1 R'(aO = Pl 



80 folgt 



x, — a, + ir,= 



P. 

5, + * + i<7-p.' 
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und 



Demnach 

o v + p^^-|.' <;■-»■) + (1 _ p ,).. 

Diese Werte führen wir in die Kurvenglcichung 28) ein, wodurch wir erhalten: 

{p, J + 2p, (p,- A) (x, - a.) + [(p,- X)> - 3 V + |] [(x.-a,)' + r,'] }' 

= (4A'-g.^- gl ) {2p l (x l -a 1 ) -f- (2p, -f X) [(x.-a^ + r,']} ((x, - a,)' + r,'). 
Nach einigen Vereinfachungen erhält man: 

69) {((p 1 -^-8Z» + -| , y-(2p, + A)(4A , -g a A-gO}[(x l -a,)' + r, J ]' 

+ {4p,(p,-*) ((p,-; l)'-8 A' *') - 2p l (4l»- ft l- 8 )) («.- ».) [(x.-a,)' + r,»] 

+ 8 Pi' ((P. - *)' ~ 3 » + f ) f (x, - a,) 1 + + 4 p.« (p, - A)*(x, - a,)' 

+ 4p 1 3 (p 1 -A)(x 1 -a 1 ) + Pl < = 0, 

oder endgiltig: 

70) {(p,' + |)' + 2g s p,-A(4p J '-g J p,-g 3 )) [(x.-aO'+r.T 

+ 2 p, (2p,* -ff + ft - M 6 P«' - f )) («t- a ») Kx.-a.r + r.M 

+ 8»i , (8p. , -ep i l+f)fe-a I )' + 2p,' ( Pt »_2p t A-2A'+ 

+ 4pi*(p.-A) (xi— »i) + P. 4 = 0. 

Die Gleichung 69) ist ein besonderer Fall der in meinen „Studien" auf S. 24 
hergeleiteten Gleichung 36), wie man sich sofort überzeugt, wenn man die dort gegebenen 
Koeffizienten 37) dadurch vereinfacht, dafs man 

qi = 0, q, = 0 
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setzt. Wir erblicken hierin natürlich einen Grund fflr die Haltlosigkeit der von Herrn 
Safford gerade an der Gleichung 36) geübten Kritik. 
Für 

A = e,, e,, e, 

entartet die Meridiankurve 69) bez. 70) in die doppelt zu zählenden Kreise: 

s.^x.-a,)' f r, 1 ) {(p J _c,) , -(2e I , + e,c s )} -f 2 Pl (p,-e,) (x,- a.) + p," =0; 

71) ^((x.-a,)» + O Up.-e,)-' - (2e, 1 + e,e 3 )} + 2 Pl (p,-e,) (x, -a.) + p.^0; 
s s = ((x, — a,)» + r,') {(p,-e.,) J — (2e 3 ' + c,e,)} + 2 Pl (p, -ej (x, — a,) + P, a = 0; 

da für diese Werte von l die linke Seite von 60) ein vollständiges Quadrat wird, wenn 
man die Formel beachtet: 

72) 3e,' — * = 2e/ + e„e, = <o, — e„)(c,-e.). 

Die Mittelpunkte dieser drei Kreise haben die Koordinaten: 

, P.JP.-C) 0 . 

73) ' (p s -e.r-(2e, 1 + e,e..) ' ' 

e, = e,,e„ e,; e„ = e„e s ,e,; e,=e„e„e,; 
die Radien der Kreise sind gegeben durch 

™ r "_ P.'^e.'-f e„e.) . _ , , , 

' 4) ' ~ {(p,-e,)'-(2e,«+e„c,)}* ' r '- r >> r " r " 

Hiernach ergibt sich die Darstellung der Meridiankurven 70) in der Gestalt: 



(::<)' , (::-)' , (*<)' 



75 > ;_e l +^,+r;=°- 

39) * = ? =c,(2t); A = ?l =^(2iu). 

Hiermit ist also ein zweites System von orthogonalen bizirkularen 
Kurven vierter Ordnung gegeben; es findet sich bereits auf S. 21—22 in meinen 
,.Studicn 11 (Georg Reimer, Berlin, 18U3) in etwas allgemeinerer Form vor. Herr Wan- 
ger in hat zuerst auf diese Kurven in den Monatsberichten der Berliner Akademie, Fe- 
bruar 1878 f aufmerksam gemacht, ohne freilich deren Gleichungen in expliziter Gestalt 
zu entwickeln. Nach Moutard nennt man diese Kurven an allagmatische, weil sie 
bei der Inversion ihren Grad nicht ändern. 

Ich will nun zeigen, wie die ganze Kritik des Herrn Safford auf nichts weiter 
hinausläuft, als darauf, dafs bei mir das Achsenkreuz, auf das ich die Meridiankurven 
beziehe, verglichen mit dem seinigen, sich selbst parallel verschoben ist. Hier 
bei den Gleichungen 71) wünscht er die R,-Achse um die Wurzel a, verschoben 
zu sehen. Ich beweise, dafs, wenn dies geschieht, seiner Kritik der Boden ent- 
zogen wird. 
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Dazu erinnern wir uns der Gleichungen: 

r R'( a >) . 



oder mit Rücksicht auf 68) 



P. _ _p L (a 1 — a,) 

Pa Bl a', '— a, ' ' a (a 1 -a 3 )(a 1 -a 3 ) ' 

77^ n -p — Pl p p - .P'< a «r a ')_ 

n p — P' ■ p _ft.= P.(a. — a s ) 
p ' e " a t -a 4 ' * * (a,-a s )(a J -a < ) ' 

Verwerten wir dies für das System der drei Kreise in 71), so ist 

* — (fx- A V4-r*\l Pl ' Pi , (a,-a I )(a 4 — a t ) i 2p,^ / x _ a \. D ._o 

81 ((Xl &,) + ri } l(ar-^ ~ (ar-a^ (a.-a,) (aT - a,) 1 + (a.-a,) (X ' *'> + Pl " ° 

S ' = M ' + ' ' > (^»aj + S=iJ * " a >) + 1 = 0 

Bi = ((x, - a,)-' + v) (a, +8,-8,-11,) + 2(x, - a.) (a,-a,) (a»— aj 

+ (a 1 -a J )(a 1 -a 3 ) (a,-a 4 ) = 0. 

81 = (x, 1 4- ri 1 ) (a, + a s - a, — a,) — 2 x, (a, (a» + a, — a a - a.) - (a, — a 3 ) (a, — aO) 

— 2 a x (a, - a.) (a, - a«) + a^ ( Ä1 -f a, - a, - a 4 ) + (a, - a,) (a x - a s ) (a t - a 4 ) = 0. 

78) s, = [x* + ri J ) (a, + a,-a,— a,) - Sx^a, — a,a«) + a^a, 

+ a^a, — a,a,a 4 — a^a, = 0; 

in Übereinstimmung mit der 3. Gleichung des Systems 14) des Herrn Saf- 
ford im Archiv der Mathematik, 1906, S. 236. 
Weiter ist 

- " «- + ' ■'> + ü~j <* - *> + 1 = 0 

s» = ((x, - a,) J + r, J ) (a, — a, -f a 3 — aj -j- 2 (x, — a,) (a, - a,) (a, - a 4 ) 

+ ( Ä1 a,)( ai -a 4 ) = 0 
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s» = (x, 1 -f ly) (a,- a,+8,- a,) — 2x, (a,(a,— a,+a 3 -a 4 ) - (a,— a.) (a, -a 4 )) 

— 2 a, (a, - a,) (a, - a 4 ) + a, 1 (a, - a, + a, - a 4 ) -f (a, - a 3 ) (a,— a,) (a,— a,) = 0, 

78) s 1 = (x/ + r l J )(a 1 — a 4 + a,-a 4 ) - 2x, (a,a, - a,a 4 ) + a, a, a, + a, a, a, 

— a, a., a ( — a- a, a 4 = 0, 

in Übereinstimmung mit der 2. Gleichung des Systems 14) des Herrn Safford 
am vorher angegebenen Orte. 
Endlich ist 

s, = ((x, — a,)' + r»«) (a, - a, - a, + a,) -f 2 (x, - a,) (a, - a s ) (a, — a,) 

+ (a, — a~) (a, — a,) (a, - a.) = 0 

a. = (xi , + ri l ) (a, — a 3 -a,4-a 4 ) — 2x, (a,(a, — a,— a 3 -fa 4 ) — (a, — a,) (a,— a,)) 

— 2a, (a, — a.) (a,— a.) + a, J (a, — a, — a,4-a 4 ) + (a, — &,) (a, — a^fa. — aj = 0. 

78) s a = (x, J 4-r 1 1 )(a 1 a t — a, + a 4 ) — 2x, (a,a 4 — a,a,) + a, a, a 4 

-f a, a a a 4 — a, a, a a — a, tu a« = 0 ; 

in Übereinstimmung mit der 1. Gleichung des Systems 14) des Herrn Safford. 

Die Radien dieser drei Kreise sind gegeben durch 

1 (a. + a, — a, — a,) J 



„ _ (ai - a,) (a,— a«) (a s — a t ) (a s - a ,) 
™ 3 (a.-a. + a.-aO 1 



, , (a, — a,) (a, — a„ ) (a, — a«) (a 3 — a 4 ) 
r, = 



(a, — a,-a, + a 4 ) 3 
Beachtet man endlich die Gleichungen: 

e. = ~ [(a, - a.) (a, - aj — (a, - aj (a, - a,)] 
80) c,= * [(a,-a 3 ) (a,-^ - (a,-a,) (a,-a 4 )| 

e. = * 2 [(a, - *) (a, - a 4 ) - (a, - a.) (a.- , 

so erhält man durch Dreikreis-Koordinaten ausgedrückt das mit 75) gleichwertige ortho- 
gonale System von bizirkularen Kurven vierter Ordnung 

Hn s,'(a, — a,)(a a — a 4 ) s, s (a, — a s ) (a 4 — &,) 8»'(a,— a 4 ) (a,— a.) 

A = P =f(2t), A = e ,= f(2iu), 
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für welches die Werte von s„ s„ s s aus 78), die von e„ e, e 3 aus 80) zu entnehmen sind. 
Da 81) mit dem System 14) des Herrn Safford übereinstimmt, so ist erwiesen, dafs 
eine Verschiebung der R,-Achse um aj mein früher gegebenes orthogonales Kurvensystem 
in das von ihm hergeleitete überführt. Im übrigen enthält 75) bzw. 81) acht Sie- 
beck'sche Kurven in sich; nämlich erstens die Kurven, die für diejenigen vier Sigma- 
Quotienten gelten, für welche der zugehörige Radikandus nur reelle Wurzeln besitzt, und 
ferner solche Siebe ck'sche Kurven, die zu jenen vier Sigma-Quotienten gehören, für 
welche der zugehörige elliptische Radikandus zwei reelle und zwei rein imaginäre Wurzeln 
besitzt, wenn man eine reelle Wurzel a, zur Grundlage für die Gleichung 66) macht. 

Diese von mir schon früher behauptete Tatsache bestreitet Herr Safford natür- 
lich, ohne zu merken, dafs er damit die allgemeine Giltigkeit seines Kurvensystems 14), 
hier soeben als 69), 75), bzw. 81) bezeichnet, einschränkt. Herr Safford beachtet nämlich 
nicht die Existenz der Gleichung 65), die mit 66) verglichen folgendes aussagt: Jede 

(Irötse * kann «I» eine Würze, a. des elliptischen Radikandus 61, angesehen werde», 

entsprechend können «, L A - A«, mjt I R , (tJ „„„ 

PS * 

£mit_±K"<.,) 

identifiziert werden, ohne dafs erst, nach Meinung des Herrn Safford, die Kurven der 
Gleichung 81) einer neuen Inversion zu unterwerfen sind. 

Zum Beweise dieser Behauptung behandle ich zum Scblufs den Ansatz 

82) x, -f- ir, = sinam(t4-iu), 

der doch sicher auf Siebeck'sche Kurven führt, da sin am ein Sigma-Quotient,*- und 

zwar ein solcher ist, dessen Radikandus vier reelle Wurzeln besitzt. Es genügt 
sin am (t + iu) der Differentialgleichung 

(^|) , = (l-F a ($))(l-k'F»(5)). 

Es lauten daher die vier Wurzeln 

a, = -f- 1 a» = — l, a, = 4- -. » = — . i 

demnach 

e, = !(l + k'); ei = -^(l + 6k + k 1 ); e 8 = - ^ (l-6k+k*). 

Die bizirkulare orthogonale Kurvenschar vierter Ordnung hat die Gleichung 

4k x,-' (k (x,' + r, 1 ) - \Y , (k + r, 1 ) + 1)« 

83) + i _ e ' a -I- x _ e> u - 

Aufser der Achse x, = 0 ist also nur der Kreis 



Kollonche« OymnMlnai 1908. 
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reell, wie ja auch bekannt ist (Holzmüller, Isogonale Verwandtschaften, Leipzig, Teubner 
1882). Bemerkenswert ist die gröfsere Einfachheit der Werte der Koeffizienten in 83), 
verglichen mit denjenigen, die man bei Anwendung der Jacob ischen elliptischen Funk- 
tionen bekommt 



§ 8. Eine zweite orthogonale Schar von Inversen des CarteBischen 
Ovals und der Gartesischen Kurve. 

Wenn zwei oder gar vier Wurzeln des elliptischen Radikandus 61) komplex 
sind, so hat man den dritten Ansatz 

x 1 + ir. = a,+ 

fd+iuJ-^R" (a,) 

67) a„ a, konjugiert komplex, 



4 

x, — ir f = a,H 



1 R'W 



f(t-iu)-^R"(a,) 

im Sinne der konformen Abbildung zu deuten. Sei 

a, = ? + ii7; a, = 5 — i ? ; 



84) 



~R'(a,) = Pl -f-iq,; ^ R' (a,) = pi — iqi; 

g~ R" W = p. + iq.; y\ R" <*) = p»-iq.; 



1 ^ 1 "f (t + in)-(p, + i qi } 

x -ir — Pi-'Q! 
1 (t-iu)-(p.-iq,) 



es ist alsdann 

85) x, — 5 = x„ r, — fi = r„ 

und daher 

86) 

anzusetzen. Wie früher ist 

x + ir=f (t + iu), 

demnach 

* _i_ ; r — Pi + *qi + (Pi + '<b)( x i + i r ») 

x+ir - xt+tt; 

folglich 

_i_ r> _P»' + q«' + ( P»'-^q »') ( x i' + r i a ) + 2 (P. Pi + q, q.) x , — 2 (p, q, — q, p,) r , 

x+r -- ~~*FFt? 

87) 

r _ Pi x, + q, r, + p, (x,' + r, J ) 
x.'+r,' 
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Werden diese Werte in eine der Gleichungen 25a) oder 25b) eingeführt, nachdem 
mau dort ? durch x, i durch r, q bezw. durch X ersetzt hat, so geht hervor, in Über- 
einstimmung mit den Gleichungen 36) und 37 der „Studien", S. 24, 

88) A(x l 1 +r 1 1 ) 1 +Bx 1 (x 1 1 +r, , ) + Cr l (x 1 , -fr l , ) + Dx 1 s +Er, 1 +Fx 1 r 1 +Gx l +Hr 1 + J=0, 

deren Koeffizienten explicite lauten: 

A = ((p, - 1)' + q. 1 - i (6 i 1 - | -))'- (4 i* - g,* - ft) (2 p, + Ä), 
B= 4(p lPa + q l q 1 -ip 1 ) {(p,-2)»+ q,'- i (er- 2 Pl (4A»-g,A-g.), 
C — - 4 ( Pl q, - q, p, + X q.) {(p f - 2)' + q,' - ^ (e V - *)} - 2 q, (4 X* - g, k - &), 
g9) D= 4(p 1 p 1 + q,q,-2p 1 ) , + 2(p 1 ' + q l '){( P ,-Ar+q t '_|(6r--|)}, 

E= 4( Pl q l -q lPl 4-2q J ) , + 2(p 1 « + q 1 t ){(p J -A)'4- q/- | («*'-?-)}, 

F = - 8 (p, p, + q, q, - X Pl ) (p, q, - q, p, -f X q,), 
G = + 4(^4-^') (P.P.+ q«q,-2p,), 
H = — 4 (p/ + q t ') (p» q, — q, p, + X q,), 

J = (p l , + q.T. 

In diesen Koeffizienten steigt der Parameter X höchstens auf die zweite Potenz 
an. Denn es erlauben A, B, C die Umformungen 

A «= (p,* + q,' + f )' + 2 g,p,- X (4 p.« - g,p,-g s ) 

+ q, , (q, , + 2p, 1 + f -4Ä«-4p.i); 
B = 2 Pl [2 p, s + & p, + g,- 2 (6 p t « - ^ J j -f 4 q, 1 (p, p, + q, q, - X Pl ) 

C = - 4 ( Pl q,- q lPl ) (p,' + q,' - 2p,2 - 2P + - 4 X q, (p,'+ q,' - 2p,2_ 

+ 2q,fo. 

Von diesen neun Koeffizienten der Kurve 88) kann man offenbar drei zum Ver- 
schwinden bringen, indem man zuerst 

einführt und dadurch auf den schon früher erwähnten ..Hauptpunkt" oder „aufserordent- 
lichen Brennpunkt" als Anfangspunkt der Koordinaten transformiert; dadurch verschwinden 
die beiden Glieder von der Form x^x.'-f r,') und r, (Xj' + r, 1 ). Alsdann kann man noch 

4* 
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eine Drehung des Achsenkreuze* vornehmen, wodurch das Glied mit x, r, fortgeschafft wird. 
Meine in der Richtung angestellten Rechnungen, ob dann auch das Glied mit r, ver- 
schwindet, haben die im Archiv für Mathematik aufgestellten Behauptungen des 
Herrn Safford bis jetzt noch nicht bestätigt; leider mufs ich davon Abstand nehmen, 
sie hier wiederzugeben, da ich den mir zur Verfügung gestellten Raum bereits über- 
schritten habe; ich werde es bei anderer Gelegenheit tun. Ich beschränke mich, indem 
ich darauf aufmerksam mache, dafs für 

Pi = q* = 0 

die Koeffizienten B, F, G gleichzeitig verschwinden. Dies findet dann statt, wenn a, eine 
rein imaginäre Wurzel ist; ein Fall, der gerade bei acht von den 12 Sigma-Quotienten eintritt. 

Ich gebe zumSchlufs die Gleichungen der drei Kreise, in welche die bizirkulare Kurve 88) 
zerfällt, wenn man dem Parameter l einen der drei Werte e u e„ e» beilegt. Sie lauten: 

s i = (x 1 , H-r 1 -') {(p,— e,)" + q,' (2e 1 , + e,e 3 )} + 2x, {p,p, + q,q s - e,p,} 

- 2r, {p,q, --q^ + e.q,} + p,' -M, 1 = 0, 



90) 



s J = (x 1 , + r 1 ') {(p,-^)- + q 5 a - (2e ? '+e,e 1 )} + 2x, {p,p, + q,q,-e,p,} 

— 2r, {p,q,— q.p^e.q,} +Pi , + q» , =0, 

s, = (x, 1 + r, 3 ) {(p, - e 3 )' + q 2 l - (2 e.» + e, c,)) + 2x, {p, p, f- q, q a - e,p,} 

- 2r, {p.q.-q.pt + cq,} + p,' + q I , = 0. 

Die Mittelpunkte dieser drei Kreise habeu die Koordinaten: 



91) 



a) - 

b) - 

c) - 



Pi Pa + qi q> — c, p, 
(p,-e 1 )' + q, a --(2e l ' + e s e 4 r 

Pi P.- 4- qi q* — ei Pi 
(p,-c,)' + q, J -(2e,'-f e.e,)' 

P_i_Pi + qi q» — fr Pi 
(p 3 -e,r + q, , "-(2e 3 J -r-e;e l )' 



Pi Hi - qi P. + <?, q l 



(p,-e,)' + q, J - (2e l '+e 1 e.) ' 

Pi q« — qi Pi 4- qi 

(p,-e,) a + q, > - (2e,'+e,e 1 ) ' 

Pi q» — qt p» + e 8 qi 



(Ps - e,) 3 + qr — (2e,' +e.e,) ' 



und die Radien derselben sind gegeben durch: 

(Pi'+q, 1 ) (2 e, a + e,e,Q 

-(2^ + ce,)}' ' 



92) 



r." = 



{(P.-eO' + q, 

(Pi'+q.') (2e s , + e,e,)] 



{ (p a - e,)* + q a ' - (2 e, J + e, e.) } 
(p.' + q. 1 ) (2e,» + e,e,) 



{(P,~e 3 ) 2 +q,' -(2e,« +6,0}» ' 

Man kann nun nach 75) die Darstellung von 88) in Dreikreis-Koordinaten sofort 
niederschreiben. 

Hieran würde sich die Darstellung der Koordinaten unserer Kurven durch die 
Parameter A = e , e , und die Berechnung des Bogeuelementes anschliefsen, was ich mir 
für eine spätere Gelegenheit vorbehalte. — 



Ursck t»d W. Formatter la Berlin. 



Digitized by Google 



DATE DUE 



































































































STANFORD UNIVERSITY LIBRARIES 
STANFORD, CALIFORNIA 94305 



